8. Obliczenie rownania regresji

Model:
y=f(bo,...,bx; X1,...,%)=f(b;X)
Sposob obliczenia wspotczynnikdw modbigdy:

1) liczba pomiarobwm jest nie mniejsza #ni liczbe
szacowanych wspotczynnikoky

2) zadna zmienna objaiajagca nie jest kombinag
liniowg innych zmiennych obgaiajacych.



Ogodlne rozwihzanie przypadku modelu liniowego

Dany jest model:
k
Vi = 2h f)+e;
| =

gdzieby =const f(xy)=1&; =y; - y‘kap.
Rownanie regresji obliczane jest na podstawiezsagch danych
(m>K):

Nr dasw. Zmienne niezalane Wyniki ()
1 XlO’Xll""’Xli""’X]k Y1
2 X200y X015 -1 X9j 5+ XOK Yo
j XjO’le""’in""’Xjk yJ
m Xn‘D1Xr‘rﬂ_1---5Xmi1-"5ka ym




Dane te mana przedstawjako macierz

| wektory:

X0 X1 -

XZO X21

on le

i
Y2

Yj

Ym

X
X

ji

Xni -

i<




Model mazna przedstawiw postaci rownania:Y=X*B+E
Poniewa
€

Te— —
EE=g; ... & .. €ngj =& ... & .. &4

€m

ETE =(Y - XB)' (Y - XB)=YTY -2BTXTY + BTXTXB

(biorac pod uwag, ze BTXTY =(BTXTY)" =YTXB)
to po zré@niczkowaniu i przyrownaniu do 0 otrzymuje si
XT(Y-XB)=0
a po przeksztatceniu
X"™XB=X"Y
| PO pomnaeniu obu stron prze@)(TX)_1

(XTX)H(XTX)B =(XTX)"XTY
maozna obliczy wartasci wspotczynnikdw rownania liniowego:

B =(XTX)™*XTY



Mozna rownie wykaz&, ze elementy przejnecjj macierzy:
_1 2
(XTX) Spowt

S rowne wariancjom wspotczynnikoly, a elementy
nieprzelgtniowe ¢y, sa kowariancjami wspotczynnikowy i bh.

Wariancja wspotczynnikoww:

2 - 2
Sq _ Cli Spowt

Kryterium jakaci rownania regresii:
Ydasw—Yobl



Wyniki uzyskaned metocdh 53 zgodne z obliczeniami na
podstawie metody najmniejszych kwadratow,
ktora polega na wyznaczaniu minimum vagaiaS

(obliczane g wspotczynnikib,):

m

=Yy = F(x,...%)?)=min

=1



Po podstawieniu:

otrzymuje sg

a nasgpnie oblicza si:

b, 1 sin(x) % x codx)

b4 1 Sin(xm) Xm Xri Cos(xm)

z, =sin(x), z, = x, z, = x?, z, =cogXx)

y; =b, +bz +b,z, +byz, +b,z,

1z, 2z, z; z,
X=|...
1 z, z

z y4

m2 m3 m4

(x7x), (x™xJ*, (x7v), B=(x"x)"(x"Y)

Y1

Ym




Stopniowe tworzenie

I..al.a

S




X1
“y 5 “y 5
Wynik zalezy od obu Wynik zalezy od obu
Zmiennych X4 i X Zmiennych X4 i Xy

¥ = bg+ byxg +boxy ¥ =bg byxq +boxat byoxqxy



Wybor modelu
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To, co klient zaméwit

To, co projektant
zrozumiat

To, co opisywat
projekt



To, co wykonaf
projeRtant




Badanie istotnosci otrzymanego
rownania regres;ji

Analiza wariancj
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Rownanie regresji

y =0o +bpq +bpx +--+ by

Istotn&¢ réwnania regres;ji
Hipoteza:

Ho:Bi=Br==p=0, Hi:5 #0
Kryterium istotngci rownania regresiji:

2
S ? . Fuyt(0.05k;n—k-1)
Sresz
gdzie
. n _\2 n 2
I = .Z(yobl,i - yS'I‘) _Z(Yd()s’vv,i - yObl,i)
2  _ i=1 2 —i=l
Sregr - k 1 Sreszt— n_k_l
gdzie

n —liczba wynikOwyyqw, K — liczba zmiennych niezaieych

14



Rownanie regres;ji

y =bg +byXg +0oXp +- -+ by X

Adekwatn@¢ rownania regresji
Hipoteza:
L2 2 . 2 2
Ho: Oreszt= Opowt  H1': Oreszt™ Opowt
Kryterium adekwatrgei rownania regresiji:

2
Fopl = 1252, F(005n-k-1m-1)

Spowt
gdzie
n 2 m - 2
, _Zl(Ydos’w,i ~ Yobl, ) 5 2 (ypowti - ypowt)
= 1= .S =1=
Sreszt n—k—1 powt m—1
gdzie

n —liczba wynikdwygqw, K — liczba zmiennych niezaleych,m— liczba
WYNIKOW Ypouwt

Niekiedy, gdy brak danych S%owt mazna stosowé Srzeszt.
15



Linia prosta istotna i adekwatna

Dane linii proste;

Wyniki obliczen

Analiza wariancji regresji liniowej

Nr Xo X y Y obl Yer N 10 Zmienno$¢ [Suma kwad.| L. stop. kw. | Sred. kw. F
1 1 1 1,915017 | 2,15804 | 6,539%4 Sy 55,0000 Regresja | 78,2088 1 78,20877 | 7,77E+02
2 1 2 3,597179 | 3,13169 | 6,5394 Sy 65,3945 Rozrzut | 8,05E-01 8 0,100684 -
3 1 3 3,980176 | 4,10534 | 6,5394 SS, 385,0000 Ogdlna 79,0142 9 - -
4 1 4 5,328136 | 5,07898 | 6,5394 SPyy 439,9954 Fkryt(0,05;1;9) 5,117 Regresja istotna
5 1 5 6,156007 | 6,05263 | 6,5394 SSD, 82,5000
6 1 6 6,688133 | 7,02627 | 6,5394 | SPD,y 80,3257 Test adekwatno sci
7 1 7 7,667144 | 7,99992 | 6,5394 SS, 506,658 s poth S resat Fos——Fuy
8 1 8 8,869709 | 8,97356 | 6,5394 Xgr 5,5000 0,0320453 | 0,100684425 %Z 8,785
9 1 9 9,833395 | 9,94721 6,5394 Yér 6,5394 Réwnanie liniowe jest adekwatne
10 1 10 11,35959 | 10,92085 | 6,5394 b 0,973645
a 1,184400

Powtarzalno$¢ S¢? 1,007E-01

X y Sp> 1,220E-03

5,5 6,32643 S,2 4,699E-02

5,5 6,33466 So 3,173E-01

5,5 6,53975 Sp 3,493E-02

5,5 6,69900 Sa 2,168E-01
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Linia prosta istotna i adekwatna

—=— Dane obl.

+ Dane dosw.
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Linia prosta istotna i niedekwatna

Dane linii prostej

Wyniki obliczen

Analiza wariancji regresji liniowej

Nr Xo X y Yobl Y N 10 Zmienno$é | Suma kwad. | L. stop. kw. | Sred. kw. F
1 1 1 2,0150174| 1,05804 | 10,3894 Sy 55,0000 Regresja | 354,7504 1 354,75038| 3,83E+02
2 1 2 3,0971788| 3,13169 | 10,3894 Sy 103,8945 Rozrzut | 7,40E+00 8 0,9255091 -
3 1 3 4,8801759| 5,20534 | 10,3894 SSy 385,0000 Ogolna 362,1544 9 - -
4 1 4 6,928136 | 7,27898 | 10,3894 | SP,, 742,4954 Firyt(0,05;1;9) 5117 Regresja istotna
5 1 5 8,656007 | 9,35263 | 10,3894 | SSD, 82,5000
6 1 6 10,288133( 11,42627 | 10,3894 | SPD,, | 171,0757 Test adekwatno sci
7 1 7 12,567144] 13,49992 | 10,3894 SS,y 1441,561 S poth S reszt’ Fon { Fuy
8 1 8 15,269709| 15,57356 | 10,3894 Xgr 5,5000 0,03204533 | 0,92550909 | (28,881 8,786
9 1 9 17,933395| 17,64721 | 10,3894 Y 10,3894 Réwnanie liniowe nie jest adekwatne
10 1 10 21,359588| 19,72085 | 10,3894 b 2,073645
a -1,015600

Powtarzalno$¢ s¢> | 9,255E-01

X y sy’ | 1,122E-02

55 9,35143 S,2 4,319E-01

55 9,35966 So 9,620E-01

55 9,56475 Sy 1,059E-01

55 9,72400 Sa 6,572E-01
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Linia prosta istotna i nieadekwatna

o —=— Dane obl.

+ Dane dosw.

0 2 4 6 8 10 12
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Linia prosta nieistotna i adekwatna

Dane linii prostej

Wyniki obliczen

Analiza wariancji regregji liniowe]

Zmienno$¢ | Suma kwad. [ L. stop. kw. | Sred. kw. F
Regresja 0,4474 1 0,447449 | 4,44E+00
Rozrzut 8,05E-01 8 0,100684 -
Ogdlna 1,2529 9 - -

Fyt(0,05;1,9) 5,117 Regresja nieistotna

Nr Xo X y Y obl Ysr N 10
1 1 1 1,015017 | 1,25804 | 1,5894 S, 55,0000
2 1 2 1,797179 | 1,33169 | 1,5894 S, 15,8945
3 1 3 1,280176 | 1,40534 | 1,5894 SS, 385,0000
4 1 4 1,728136 | 1,47898 | 1,5894 | SP,, 93,4954
5 1 5 1,656007 | 1,55263 | 1,5894 | SSD, 82,5000
6 1 6 1,288133 | 1,62627 | 1,5894 | SPDy, 6,0757
7 1 7 1,367144 | 1,69992 | 1,5894 Ss, 26,516
8 1 8 1,669709 | 1,77356 | 1,5894 Xgr 5,5000
9 1 9 1,733395 | 1,84721 | 1,5894 Ver 1,5894
10 1 10 2,359588 | 1,92085 | 1,5894 b 0,073645
a 1,184400
Powtarzalnosé So2 1,007E-01
X y sy? 1,220E-03
55 1,37643 Sa2 4,699E-02
55 1,38466 So 3,173E-01
55 1,58975 Sy 3,493E-02
5,5 1,74900 Sa 2,168E-01

Test adekwatno sci

2
S powt

2
S reszt

F obl Fkryt

0,03204533

0,10068443

3,142 8,785

Réwnanie liniowe jest adekwatne
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Linia prosta nieistotna i nieadekwatna

Dane linii prostej

Wyniki obliczen

Analiza wariancji regresji liniowej

Nr Xo X y Y obl Yer N 10
1 1 1 1,015017 | 1,25804 | 1,5894 Sy 55,0000
2 1 2 1,797179 | 1,33169 | 1,5894 Sy 15,8945
3 1 3 1,280176 | 1,40534 | 1,5894 SS, 385,0000
4 1 4 1,728136 | 1,47898 | 15894 | SP,, 93,4954
5 1 5 1,656007 | 1,55263 | 1,5894 | SSD, 82,5000
6 1 6 1,288133 | 1,62627 | 1,5894 | SPDy, 6,0757
7 1 7 1,367144 | 1,69992 | 1,5894 SS, 26,516
8 1 8 1,669709 | 1,77356 | 1,5894 Xgr 5,5000
9 1 9 1,733395 | 1,84721 | 1,5894 Y 1,5894
10 1 10 2,359588 | 1,92085 | 1,5894 b 0,073645
a 1,184400
Powtarzalno$é S o2 1,007E-01
X y Sp> 1,220E-03
5,5 1,44655 s> | 4,699E-02
5,5 1,45146 So 3,173E-01
5,5 1,57369 Sh 3,493E-02
5,5 1,66860 Sa 2,168E-01

Zmienno$¢é [Suma kwad.| L. stop. kw.| Sred. kw. F
Regresja 0,4474 1 0,447449 | 4,44E+00
Rozrzut 8,05E-01 8 0,100684 -
Ogodlna 1,2529 9 - -

Fr:(0,05;1,9) 5,117 Regresja nieistotna
Test adekwatno sci
S powt2 S reszt2 F ol F iyt
0,01138302| 0,10068443| 8,845 8,785
Réwnanie liniowe nie jest adekwatne
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2,5

1,5

0,5

Linia prosta nieistotna i adekwatna

I . + Dane dosw.
2 4

N —=— Dane obhl.
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Obliczenia

Nr Macierz X ( ? tyt 3,182 | Wniosek
dosw. [0 | x; | x, | %" Y on Ysred | Y doswYon bo 781237308 | spo? | 2,048E-03 | toyo |1726,444| ISTOT.
1 1 |-1,00(-1,00|71,40569|71,78311| 78,12373 0,14245 b, 3,95301216 Sb12 2,048E-03 tobl, 1 87,357 ISTOT.
2 1 1,00 [ -1,00] 80,06655 | 79,68913 | 78,12373 0,14245 b, 2,38761157 Sb22 2,048E-03 tobl 2 52,763 ISTOT.
3 1 [-1,00| 1,00 | 76,93575 | 76,55833 | 78,12373 | 0,14245
4 1 |[1,00]| 1,00 | 84,08693 | 84,46435| 78,12373 | 0,14245 Analiza wariancji regresiji liniowej
5 1 0 0 |77,46240 | 78,12373 Zmienno$¢ | Suma kwad. |L. stop. kw.| Sred. kw. F Fuyt |Regresja
6 1 0 0 [77,27525]78,12373 Regresja | 8,5308E+01 2 4,265E+01| 74,860 | 199,499 |nieistotn
7 1 0 0 |[77,26686 | 78,12373 Rozrzut | 5,6978E-01 1 5,698E-01 a
8 1 0 0 [77,34788 | 78,12373 Og6lna | 8,5878E+01 3
Test adekwatnosci, F
S powt2 S reszt2 F obl F kryt
8,191E-03 | 5,698E-01 |6,956E+01| 10,128

Réwnanie liniowe nie jest adekwatne
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2,5

1,5

0,5

Linia prosta nieistotna i nieadekwatna

I . + Dane dosw.
2 4

N —=— Dane obhl.
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Problemy z réwnaniem regresji (klasyczna MINK)

i analiza reszt

Analiza reszt 1: linia prosta jest prawdopodobna

PODSUMOWANIE - WYJSCIE

Statystyki regresiji

Wielokrotn 0,816421
R kwadrat| 0,666542
Dopasowa, 0,629492
Bfad stand 1,236603

X y yobl Y - Yobl
4 4,26 5,00 -0,74
5 5,68 5,50 0,18
6 7,24 6,00 1,24
7 4,82 6,50 -1,68
8 6,95 7,00 -0,05
9 8,81 7,50 1,31
10 8,04 8,00 0,04
11 8,33 8,50 -0,17
12 10,84 9,00 1,84
13 7,58 9,50 -1,92
14 9,96 10,00 -0,04

Obserwacj 11
ANALIZA WARIANCJI

df SS MS F Istotnos¢ F
Regresja 1 27,51 27,51 17,98994 0,00217
Resztkowy 9 13,76269 1,529188
Razem 10| 41,27269

Wspétczynnid standard( t Stat 'Warto$¢-p Dolne 95% Gorne 95%

Przeciecie 3,000091| 1,124747 2,667348 0,025734 0,455735 5,544447
Zmienna X 0,500091 0,117906 4,241455| 0,00217 0,23337 0,766812
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12,0

10,0

8,0

+ Dane dosw.

6.0 —#- Dane MNK

4,0 - T

2,0 1

0,0 I I I I I I I 1
0,0 2,0 4,0 6,0 8,0 10,0 12,0 14,0 16,0
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2,5

2,0

15 A

1,0 A

0,5 A

0,0

y-yobl

-0,5

-1,0 -

-1,5 A

-2,0

-2,5 -

o &

10

12

27

16



Analiza reszt 2: to nie jest linia prosta

PODSUMOWANIE - WYJSCIE

Statystyki regresiji

Wielokrotn 0,816237
R kwadrat| 0,666242
Dopasowa, 0,629158
Bfad stand 1,237214

X y yobl Y - Yobl
4 3,1 5,00 -1,90
5 4,74 5,50 -0,76
6 6,13 6,00 0,13
7 7,26 6,50 0,76
8 8,14 7,00 1,14
9 8,77 7,50 1,27
10 9,14 8,00 1,14
11 9,26 8,50 0,76
12 9,13 9,00 0,13
13 8,74 9,50 -0,76
14 8,1 10,00 -1,90

Obserwacj 11
ANALIZA WARIANCJI

df SS MS F Istotnos¢ F
Regresja 1 27,5 27,5 17,96565 0,002179
Resztkowy 9 13,77629 1,530699
Razem 10| 41,27629

Wspotczynnid standard¢ t Stat  'Warto$é-p Dolne 95% Gérne 95%

Przeciecie 3,000909| 1,125302 2,666758 0,025759 0,455296 5,546522
Zmienna X 0,500000 0,117964 4,23859| 0,002179 0,233147 0,766853
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12,0

10,0

8,0

6,0

4,0

2,0

0,0
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2,0

4,0

6,0

8,0

10,0

12,0
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—+— Dane dosw.
—— Dane MNK.
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15

Y-Yobl

1,0

0,5 1

0,0

-0,5 -

-1,0

-1,5

-2,0 1

-2,5 -

2,0

4,0

6,0

8,0

10,0

12,0

14,0 16,0
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Analiza reszt 3: podejrzanie du za rO0znica

PODSUMOWANIE - WYJSCIE

Statystyki regresji

Wielokrotn 0,816287
R kwadrat 0,666324
Dopasowa 0,629249
Bfad stand 1,236311

X y yobl Y - Yonl
4,00 5,39 5,00 0,39
5,00 5,73 5,50 0,23
6,00 6,08 6,00 0,08
7,00 6,42 6,50 -0,08
8,00 6,77 7,00 -0,23
9,00 7,11 7,50 -0,39
10,00 7,46 8,00 -0,54
11,00 7,81 8,50 -0,69
12,00 8,15 9,00 -0,85
13,00 12,74 9,50 3,24
14,00 8,84 10,00 -1,16

Obserwacj 11
ANALIZA WARIANCJI

df SS MS F Istotnos¢ F
Regresja 1 27,47001 27,47001 17,97228 0,002176
Resztkowy 9 13,75619 1,528466
Razem 10 41,2262

Wspotczynnid standard¢ t Stat  Wartosé-p Dolne 95%

Przecigcie 3,002455 1,124481 2,67008 0,025619 0,458699
Zmienna X 0,499727 0,117878 4,239372 0,002176 0,233069
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14,0 -

12,0 A

10,0 ~

8,0 A

—+— Dane dosw.
—— Dane MNK

6,0 1
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0,0 2,0 4,0 6,0 8,0 10,0 12,0 14,0 16,0

32



3,5 1

3,0

2,5 A

2,0 1

1,5

1,0 A

0,5 1

0,0

Y-Yob

-0,5 -

-1,0

-1,5 -

2,0

4,0

14,0 16,0
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Analiza reszt 4. dziwny rozkiad punktow

PODSUMOWANIE - WYJSCIE

Statystyki regresji

Wielokrotn 0,816688
R kwadrat 0,666979
Dopasowa 0,629977
Btad stand 1,235192

X y yobl Y - Yonl
8,10 6,58 7,00 -0,42
7,90 5,76 7,00 -1,24
8,20 7,71 7,00 0,71
7,80 8,84 7,00 1,84
8,30 8,47 7,00 1,47
7,70 7,04 7,00 0,04
8,40 5,25 7,00 -1,75
7,60 5,56 7,00 -1,44
8,00 7,91 7,00 0,91
8,00 6,89 7,00 -0,11
19,00 12,50 12,50 |[-3,55E-15

Obserwacj 11
ANALIZA WARIANCJI
df SS MS F Istotnosc¢ F

Regresja 1 27,5012 27,5012 18,02531 0,002156
Resztkowy 9 13,73129 1,525699
Razem 10 41,23249

Wspotczynnid standard¢ t Stat  Wartos¢-p Dolne 95%
Przeciecie 3,013034 1,120747 2,688415 0,024861 0,477726
Zmienna X 0,498653 0,117451| 4,245623 0,002156 0,23296
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2,5

2,0

154

1,0 A

0,5 A

Y-Yobl

0,0

-0,5 -

-1,0

-1,5

-2,0 -

2,0

4,0

6,0

o0,
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16,0

18,0

L4

20,0
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Czy problem jest liniowy?
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Punkt stacjonarny i
analiza kanoniczna wielomianu drugiego stopnia

Po wyznaczeniu rOwnania regres;ji drugiego stopmianiiennych
kodowanych):
y =0y +bpg +0oX +... A B + 00X %o +

ot B %1% B+ D
czesto interesujce jest wyznaczenie wspadnych punktu stcjonarneg
tego roéwnania (w punkcie tym wafto pochodnych cgstkowyct
rownania wzgidem zmiennych niezaleychx s rbwne zeru).
Punkt stacjonarny nie odpowiad&a maksimum lub minimul
funkcji, albo by punktem przegcia lub punktem siodtowym.

a) maksimLim o) minimaks (siodio

Grzt:net d) rosngcy grzbiet
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Porownanie metod wyznaczania rownania regres;i

Rownania regresji o stopnia obliczono stosuq plan losowy, rotatabilny

ortogonaln* Wyniki deéwiadczeh symulowano na podstawie ngstijacegc

rownania

y =10,00+0,50%, —0,50x, +0,25x,X, +1,00%; +0,25x;

dodapc do obliczonych warkwi y iloczyn bkdu losowego o rozktadzié&l(0,1) |
zatlozonego odchylenia standardowego
We wszystkich planach symulowano wyniki 13sdoadczer dla tych samyc

btedow losowych is=0,07.
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1) Plan losowy (zmienne naturalr

40

70

80

07

59

82

06

Nr Macierz planuX
doswiad.| xg X1 X2 X1*Xo | Xi1° X5 Y sym Y obl

1 1 -0,8875| -1,175Q 1,0428| 0,7877] 1,3806 10,9439 10,97
2 1 0,9500| -0,962§ -0,9144( 0,9025 0,9264 11,1649 11,21
3 1 -1,4250( 1,1375|-1,6209| 2,0306 1,2939 10,3830 10,36
4 1 1,3500| 1,2125 1,6369| 1,8225 1,4702 11,5345 11,52
5 1 -0,8250( 0,0500| -0,0413| 0,6806{ 0,002% 10,1000 10,09
6 1 1,2125| 0,1375 0,1667| 1,4702] 0,0189 11,2489 11,23
7 1 0,3250| -1,487§5 -0,4834| 0,1056[ 2,2127 11,0168 10,97
8 1 -0,1375| 1,0125 -0,1392| 0,0189 1,0252 9,6183 9,6693
9 1 0 0 0 0 0 9,8387| 9,9394
10 1 0 0 0 0 0 9,9807| 9,9394
11 1 0 0 0 0 0 9,9854| 9,9394
12 1 0 0 0 0 0 9,9037| 9,9394
13 1 0 0 0 0 0 10,0367 9,939
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2) Plan rotatabilny (zmienne kodowal

Nr Macierz planuX
doswiad.|  x X o X 1 X2 | X1*X2 | X1© | Ysm | Yob

1 1 -1 -1 1 1 1 10,912Q 10,965
2 1 1 -1 -1 1 1 11,2536 11,301
3 1 -1 1 -1 1 1 9,9432| 9,9159
4 1 1 1 1 1 1 10,824Q 10,790
5 1 -1,4142 0 0 2 0 10,8152 10,800
6 1 1,4142 0 0 2 0 11,6619 11,656
7 1 0 -1,4142 0 0 2 10,8773 10,809
8 1 0 1,4142 0 0 2 9,6592| 9,7064
9 1 0 0 0 0 0 9,8387| 9,9490
10 1 0 0 0 0 0 9,9807| 9,9490
11 1 0 0 0 0 0 09,9854 9,9490
12 1 0 0 0 0 0 9,9037| 9,9490
13 1 0 0 0 0 0 10,0364 9,949(

41



3) Plan ortogonalny (zmienne kodowane i zmodyfiko)

Nr Macierz planuX
doswiad.|  x X1 Xo | X2 | x1° | x2% | Yaow | Yobl

1 1 -1 -1 1 0,4453( 0,4453 10,9120 10,9587
2 1 1 -1 -1 0,4453( 0,4453 11,2536 11,2984
3 1 -1 1 -1 0,4453| 0,4453 9,9432 9,9148

4 1 1 1 1 0,4453( 0,4453 10,8240 10,7987
5 1 -1,2671 0 0 1,0509| -0,5547¢ 10,6016 10,5899
6 1 1,2671 0 0 1,0509| -0,5547¢ 11,3706 11,3619
/ 1 0 -1,2671 0 -0,6547) 1,06509 10,7551 10,6856
8 1 0 1,2671 0 -0,6547| 1,0609 19,6558 9,7044

9 1 0 0 0 -0,6547| -0,5547 9,8387 9,950/

10 1 0 0 0 -0,6547| -0,5547 9,9807 9,950/

11 1 0 0 0 -0,6547| -0,5547 9,9854 9,950/

12 1 0 0 0 -0,6547| -0,5547 9,9037 9,950/

13 1 0 0 0 -0,6547| -0,5547 10,0347 9,950Q7
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Dla planéw obliczono macierd&'X)™:
1) Plan losowy

(X'X) =

0,1595  0,0003
0,0003  0,1527
0,0148  0,0206
0,0027  -0,0585
-0,0722  -0,0269

-0,0608 0,0121

2) Plan rotatabilny

X'X) =

0,2 0
0 0,12
0 0

0 0

-0,1 0

-0,1 0

3) Plan ortogonalny

(X'X) =

0,0769 0
0 0,1387
0
0
1,3310"

0
0
0
5,71103 0

0,0148
0,0206
0,1667
-0,0150
-0,0966
0,0671

0
0
0,1387
0
0
0

0,0027 -0,0722
-0,0585 -0,0269
-0,0150 -0,0966
0,1560  0,0123
0,0123  0,2257
-0,0052 -0,0977

0
0
0

0,25

0
0
0
0
0
0,25
0
0

-0,1
0
0
0
0,1437
0,0187

1,3310' 5,71103

0
0
0

0,1940 8.,3510%
8,310 0,1940

-0,0608
0,0121
0,06[71
-0,0052
-0,0977
0,1861

-0,1
0
0
0
0,018}

0,1437

0
0
0
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Obliczone wspotczynniki regresii

Oczekiwan Plan losowy Plan rotatabilny Plan ortogonaln,
WSpOt.b b S, b S, b S,
bo | 10,0000 | 9,9394|3,10810%| 9,9490 |3,48110%| 10,3893 |2,159107
by | 05000 | 0,3128|3,04710%| 0,3025 |2,75210%| 0,3046 |2,899107
b | -0,5000 | -0,3816|3,17810%| -0,3901 |2,75210%| -0,3872 |2,899107
bi2| 0,2500 | 0,1286|3,07510%| 0,1348 |3,89210%| 0,1348 |3,897103
bi1| 1,0000 | 0,6445|3,69810%| 0,6397 |2,95110%| 0,6386 |3,428107
b2| 0,2500 | 0,1609|3,35810%| 0,1546 |2,95110%| 0,1522 |3,428103
| wariancje resztowe
Plan losowy Plan rotatabilny Plan ortogonalny

0,0047/88

0,005468

0,005376
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Analiza bedow wartdci y,, W zaleznosci od
planu eksperymentu

Rozktad punktow na ptaszcaye x;, X, ha obwodzie kota o promieniu

L L € =1,400
M r=1,000
5 , ’ A r=0,800
o [ ®r=0,500

-1
Dla powyzszych punktow obliczono wariarqci;ﬁ = sf,o\,\,th (XT X) X
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Metoda MNKDs , *=f(x); r=const; x,"=r’-x,’

0,010 -

: . 0,002 - ] 0 ] ——r=1,400

- n [ | " = r=1,000

t 3 ¢ gtV - r=0.800

s & I 4 4 & 03¢ + r=0,500

I T T GGGO 1 T T 1
-1,0 -0,56 0,0 05 1,0 1,5

-1,6
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0,010 -
0,008 -
0,006 -
0,004 -

0,002 -

O
AITAIQAIQAIQAIQ NS YR 2

s, °=f (r )(klasyczna MI\D

u & X2=0
I m x1=0

A X1=x2

’AAA

0,000
-0,1

0,4 0’9 1’4
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y=f(x;,%,); plan losowy
y=f(x1,x2); klasyczna

12,5

11,0
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§°=f(xy.%;); plan losowy

| AT l!! -Illlll!"‘...ll"
«“\\rg\\\‘s’u'..'il'l'!!!.llllllll"’ 55 i.;
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5,°=f(x,,X,); plan losowy

|~

L—T

1.4
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Plan rotatabilny)s ,*=f(x,); r=const; x,’=r’-x*

0,004 -
OO OO0
0,004 A
0,003 ~
0,003 ~
0,002 ~
[ E E = E N [ [
0,002 A
* ¢ ® *
0,001 +
——1=1,400
® r=1,000
r=0,800
0,001 + s r=0,500
I T T D 000 T T
-1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0

-1,5

1,5
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sy >=f (r )Cplan rotatabilny >

0,004 -
0,003 - {[,
—e— X2=0
0,002 - = x1=0
{' A X1=x2
RO LH6 LEe Ame Ame LM ANO
0,001 “=*4
0,000 | | \
‘0,1 0,4 019 114
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y=f(x;,X,); plan rotatabilny

12,5
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5,°=f(X;,%,); plan
rotatabilny




§,°=f(x,,X,); plan
rotatabilny
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@n ortogon@sf#(xo; r=const; x,’=r-x,

0,007 -

0,006 -

0,005 A

0,004 -

o
o
o
]

I

——1=1,400
= r=1,000
r=0,800
* 2 8 & & & ¢+ o e @ @ + r=0,500

o
Q
o
—_

|

-1,5 -1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0 1,5
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0,008 -

0,006 -

0,004 -

0,002 -

Sy °=f (r); @rtogona@

— o X2=0

—m—x1=0

——X1=x1

0,000
-0,1

0,4 0,9 1,4
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y=f(x;,X,); plan ortogonalny

13,0

12,5
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5,°=f(X;,%,); plan ortogonalny

0,020
0,018
0,016
0,014
0,012
0,010
0,008
0,006
0,004

0,002

HHHHH
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5,°=f(X;,%,); plan ortogonalny
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Optymalizacja

Sformutowanie matematyczne

y =%, %)
Optimum globalne i lokalne.

Wyznaczanie optimum:

1) metoda matematyczna (dla znanej funkgji rachune
rozniczkowy, rozwizywanie ukladu réwna utworzonych
pochodnych cgistkowycl

2) metoda heurystyczijdla  nieznanej lub  bard
skomplikowanej funkcji y): subiektywna (brak scistyclk
naukowych kryteriow) ocena zbioru wynikOw uzyskamydle
roznych wektorowx. Poszukiwany wyniky jest uznawany .
dobry. Wyniky jest potaony w poblzu najlepszego midiwegc
rozwigzania. Stosowane metody: plany czynnikowe, mi
simpleksowa, algorytmy genetyczne, metoda symulegs
wyzarzania $imulated annealing methpd
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Ograniczenia metod heurystycznych:
brak oceny wynikow algorytmu, nieprzydagtio dc
probleméw wymagagychscistego optymalnego rozgaania

Problemy doboru niezaleych (wektora) | wartasci mierzoneyy.

Przyktadyy:

wielkos¢ fizykochemiczna opisaga najlepiej cel badani
S/N (stosunek sygnat szum), selektywrig, precyzja wynikow
widmo, pik itp.

Ograniczenia zakresow zmiennych niezajeh.

Problemy optymalizacji w chemii:

optymalizacjaon—line i off-ling przyrady z programan
optymalizugcymi ich prae, opracowanie dany
wielowymiarowych (widma, chromatogramy), dobor dia fal
(spektroskopia, analiza uktadow wieloskladnikowyatipbo
modelu Curve fitting.
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True moximum

False maximum
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A

Stort
' Y

{2) No interoction -
search effective

A

(&) Mild interoction -
search inefficient

Optimum

Ridge

(¢) Strong interaction -
search ineffective
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Metoda Boxa-Wilsona
(przejscie po gradiencie; metoda najwiekszego spadku)
Zadanie optymalizacji nmma sprowadz do zagadnien
wyznaczenia wspotezinych punktu g2, 57, ..., zP") funkcii:

y=1(z,2,...2)
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Najkrotsa drog jest ruch wzdh gradientu. W przypadku
funkcji y gradient jest nagbujacy:

> >

gdzie: T,],...,k—wektory uktadu wspékzinych.
Wynikiem realizacji planu czynnikowego typ§j@st
zasgpienie funkcjiy=f(z,...,z) w poblzu punktu centralnego
planu rownaniem liniowyn
y=byzp +0z +---+ 0z
Elementy gradientashastpujace:
of of

j— af p— e o S —
52 =D gy B 5
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Realizacja metody najekszego spadku

Z Z Z y
Srodek planuz z z v
Przedziat zmiaziz Az, Az, A7,
Wspdtczynniki, b, b, by
”Oczyn bJA% b1AZ;|_ bzAZz bkAZk
Krok k ke k K
Nr dodwiadczenia
1 2 +ky | 73 +k 7, +ky Y1
2 Z) + 2k | Z0 + 2K, z0+2k, | Y2
| z) +ik, | ) +ik, z, +ik, | Y
e 0 [N 0 [N 0 [N e
P z + pk|Z; + pk Ztpk | Y

Mnoznik @ mazna ustalk w nasg¢pujacy sposob. Eksperymenta
ustala krokk dla zmiennej niezezne] najbardzie] wptywape] na

wartas¢ y 1 oblicza krok dla pozostatych zmiennych

K;

bjAzj

k,=ab Az , h=1..k, h# |
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Analiza powierzchni odpowiedzi

Plan rotatabilny (zmienne kodowane)

Wspitrzedne ekstremum:

N Plan w zmiennych kodowanych Obl. dla rdwn. regresii
' * Yol
i iy iz 4™ ity ity ’ Vegr | Vregr-Yobi
1 1 -1 -1 1 1 1 1,20087 119817 |-2 703E-03
b 1 1 -1 -1 1 1 2.39732 239913 | 1,816E-03
s 1 -1 1 -1 1 1 0, 60055 059366 |-1.930E-03
d 1 1 1 1 1 1 140374 140633 | 2 ,590E-03
] 1 -1.414 ] ] 2000 ] 0 ,GE520 069146 | 3,263E-03
] 1 1414 ] ] 2,000 ] 211492 211178 |-3,139E-03
7 1 1] -1.414 ] ] 2000 196189 196249 | B 03RE-04
2 1 1] 1414 ] ] 2000 0,83705 083656 -4 901E-04
g 1 1] ] ] ] ] 0,00091 000272 |-3 B31E-03
10 1 1] ] ] ] ] 000272 | -0,00272 (-5 441E-03
T 1 1] ] ] ] ] -0,00758 | -0,00272 | 4.861E-03
12 1 1] ] ] ] ] 001058 | -0,00272 | 7.853E-03
13 1 1] ] ] ] ] 000093 | -0,00272 |-3648E-03
Do obliczenia parametrow
Parametry mozna stosowad ={X XY

b 000272 Y r_?' lub Narzedzia, ] | Sresat” 2 B22E-05

b, 0E0216 Anafira danych, Reqresia

ba -0,39808 Do obliczania wspotrzenych x

b -0,09532 Solver imaksimum lub minimumy} stosuje sie Narzedzia, Solver

by 070217 Xy X3 Fixe ]

bs | 070112 0,339368 | 0,260091 | -0.13970

Uktad rownan otrzymany z pochodnych czastkowych wielomianu y=bo+hx+boxa+ by xqda + h11x12 + gz ng

2|:I11}{1+h13}{2:-b1
|:I12}{1+2I‘_‘,112X2:-bg

Zmienne kodowane:

Rozwizzanie: X=A"'C

Wispdtczynniki A otate C X=A"'C Sprawdzenie
1,40434 -0,09332 050216 ®y 0,339368| -0 50216 -hy
-0,09532 1, 402246663 0,395803 ¥y 0,260091 | 0,39808 -h3
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N
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0,53

4,0+

3,2
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Plan rotatabilny (zmienne kodowane)

Plan w zmiennych kodowanych Obl. dla rown. regresii

hir * 2 Z Kol

o 1 Xz H17¥z 1 3z Yemgr ¥mgrYobl
1 1 -1 -1 1 1 1 -1.59913 | -1 60183 [-2,703E-03
. 1 1 -1 -1 1 1 040268 | -0 40087 | 1,816E-03
3 1 -1 1 -1 1 1 -2.19941 -2 20134 (-1 530E-03
4 1 1 1 1 1 1 -1,39626 | -1.39367 | 2 590E-03
] 1 -1 414 ] ] 2,000 ] 21180 | -2.10854 | 3,253E-03
o] 1 1414 ] ] 2000 ] -0G3508 | 068822 [-3,139E-03
7 1 1] -1.414 ] ] 2000 -0,83511 -0,83751 | B,036E-04
g 1 1] 1414 ] ] 2000 -1 96295 | -1.96344 (-4 501E-04
g 1 1] ] ] ] ] 0,00091 -0,00272 -3 B31E-03
10 1 1] ] ] ] ] 000272 -0,00272 -5 441E-03
11 1 1] ] ] ] ] 0007558 | 000272 | 4.861E-03
12 1 1] ] ] ] ] 0010658 | 000272 |7 B55E-03
13 1 1] ] ] ] ] 0,00093 -0,00272 |-3 B48E-03

Do obliczenia parametrow
Parametry mozna stosowad F={X XY

by -0,00272 sl r_l" lub Narzedzia, ] | s,-egzt‘? 2 BZ22E-05

y 050216 Anafira danych, Regresja

bs -0 35808 Do obliczania wspohzenych x

big -0,09532 Solver (maksimum lub minimumy) stosuje sie Marzedzia, Sofver

ba -0 9783 X4 e fix )

bs | 059858 0,381755 | 0,311653 | 015516

Wspdlrzedne ekstremum:

Uktad rownan otrzymany z pochodnych czastkowych wielomianu y=bp+bx1+baxa+ by X + b1 + bz ga®

2h11}{1+h12}{2=-b1
|:I12}{1+2I‘_‘,122X2=-bg

Zmienne kodowane:

Rozwizzanie: X=A"'C

Wepdtczynniki A State C X=A"'C Sprawdzenie
-1,39566 009532 050216 ®y 0,381755 | -0 50216 by
009832 [-1.2397753337 | 039808 ®y 0,311653| 0,39808 -by
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Plan rotatabilny (zmienne kodowane)

. Plan w zmiennych kodowanych Obl. dla rdwn. regresji
' * ¥ab!
Hp Hy K MKz R’12 sz i Ymgr Y mgr-Yobl
1 1 -1 -1 1 1 1 019913 | 0201583 |-2,703E-03
by 1 1 -1 -1 1 1 099732 099313 | 1.816E-03
3 1 -1 1 -1 1 1 079941 | -0,80134 |-15930E-03
4 1 1 1 1 1 1 0,00374 000633 | 2 590E-03
5 1 -1.414 1] ] 2,000 ] 0,B3520 0B9146 | 3253E-03
=] 1 1414 1] ] 2,000 ] 2.11492 211178 |-3139E-03
7 1 ] -1.414 ] ] 2,000 033811 | -083751 | 6036E-04
2 1 ] 1414 ] ] 2,000 -1 96295 | -1 96344 | -4 901E-04
g 1 ] 1] ] ] ] 0,00091 -000272 -3 631E-03
10 1 ] 1] ] ] ] 000272 | -000272 |-5441E-03
T1 1 ] 1] ] ] ] 000755 | -000272 | 4861E-03
12 1 ] 1] ] ] ] 0010558 | 000272 | 7 858E-03
13 1 ] 1] ] ] ] 000093 | -000272 (-3 B48E-03
Do obliczenia parametrow
Parametry mozna stosowac §={X" XY
b -000z272 . r_l’ lub Narzedzia, _ | Sresat 2 B22E-04
b, 00216 Anafiza danych, Regresja
b2 -0 35808 Do obliczania wspofrzenych x
by -0,059332 Solver (maksimum lub minimumy) stosuje sie Narzedzia, Solver
b 070217 X4 X3 fix )
big -0 B95E5 0.456591 | -1,414214 | -053389
Maksimum | 141424 -038428 | 221493
Wspdtrzedne ekstremum: binirmurm 045655 0 -1 41421 0 -0 58385

Uktad rownaf otrzymany z pochodnych czastkowych wielomianu y=bp+bx 1 +box+ by nda+ bi1%% + bas %27

by Hize=-by Rozwigzanie: X=A"'C
bz +2bgaxy=by

Zmienne kodowane: Wepdtczynniki A otate © X=A"'C aprawdZenie

1,40434 -0,09532 050216 Y 0,375667| 050216 -5y

009832 |-1.397753557 | 039808 He 40,258373| 039303 -h
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Ktopoty z Solverem w przypadku siodta

Solver (poszukiwanie maksimum) Solver (poszukiwanie maksimum)

X1 zat X2, zat X1 X2 y X1 zal X2, zal X1 X2 y

0,000 0,000 1,414 -0,384 2,215 -0,376 -0,258 -0,376 -0,258 -0,046
0,010 0,010 1,414 -0,384 2,215 -0,366 -0,248 1,414 -0,384 2,215
-0,010 -0,010 1,414 -0,384 2,215 -0,386 -0,268 -1,414 -0,185 0,715
-0,010 0,010 1,414 -0,384 2,215 -0,386 -0,248 -1,414 -0,185 0,715
0,010 -0,010 1,414 -0,384 2,215 -0,366 -0,268 1,414 -0,384 2,215
0,100 0,100 1,414 -0,384 2,215 -0,276 -0,158 1,414 -0,384 2,215
-0,100 -0,100 1,414 -0,384 2,215 -0,476 -0,358 -1,414 -0,185 0,715
-0,100 0,100 1,414 -0,384 2,215 -0,476 -0,158 -1,414 -0,185 0,715
0,100 -0,100 1,414 -0,384 2,215 -0,276 -0,358 1,414 -0,384 2,215
0,375 0,375 1,414 -0,384 2,215 -0,001 0,117 1,414 -0,384 2,215
-0,375 -0,375 1,414 -0,384 2,215 -0,751 -0,633 -1,414 -0,185 0,715
-0,375 0,375 -1,414 -0,185 0,715 -0,751 0,117 -1,414 -0,185 0,715
0,375 -0,375 1,414 -0,384 2,215 -0,001 -0,633 1,414 -0,384 2,215
0,500 0,500 1,414 -0,384 2,215 0,124 0,242 1,414 -0,384 2,215
-0,500 -0,500 -1,414 -0,185 0,715 -0,876 -0,758 -1,414 -0,185 0,715
-0,500 0,500 -1,414 -0,185 0,715 -0,876 0,242 -1,414 -0,185 0,715
0,500 -0,500 1,414 -0,384 2,215 0,124 -0,758 1,414 -0,384 2,215
1,414 1,414 1,414 -0,384 2,215 1,039 1,156 1,414 -0,384 2,215
-1,414 -1,414 -1,414 -0,185 0,715 -1,790 -1,673 -1,414 -0,185 0,715
-1,414 1,414 -1,414 -0,185 0,715 -1,790 1,156 -1,414 -0,185 0,715
1,414 -1,414 1,414 -0,384 2,215 1,039 -1,673 1,414 -0,384 2,215
2,000 2,000 1,414 -0,384 2,215 1,624 1,742 1,414 -0,384 2,215
-2,000 -2,000 -1,414 -0,185 0,715 -2,376 -2,258 -1,414 -0,185 0,715
-2,000 2,000 -1,414 -0,185 0,715 -2,376 1,742 -1,414 -0,185 0,715
2,000 -2,000 1,414 -0,384 2,215 1,624 -2,258 1,414 -0,384 2,215
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