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Plan wyktadu

Dlaczego planujemy eksperymenty?
Podstawowe pojecia z matematyki niezbedne
w planowaniu

Statystyka i jej narzedzia

Modele liniowe I nieliniowe

,Czarna skrzynka”

Rownania regresji

Optymalizacja (metoda simpleksow, plany
czynnikowe)

Ocena otrzymanego modelu
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Zalety planowania

Mata liczba doswiadczen

Uniwersalnosc planu eksperymentu
Ekonomia czasu | naktadow

Jednoczesna zmiana parametrow procesu
Utatwiona analiza statystyczna wynikow

Optymalnosc¢ planu



Wektor

Podstawowe pojecia:

Transponowanie wektora

Przyktad liczbowy:

23.4
6.5

102

1.25

A
a=a I=1,2,...,n
A
a=a .. & .. a I

x'=234 65 102 125



Macierz

1=12,...m J=12,..,n

Wymiar macierzy: mxn
11 1,2 13 14
X=)21 22 23 24
31 32 33 34




Transponowanie macierzy

A1
Alj

Aun

A 5{: Aki

11
1,2
1,3
1,4

A1
Aj

Ain

2,1
2,2
2,3
2,4

31
3,2
3,3

3,4

Am1
Amj

Amn




Dzialania elementarne rachunku macierzowego
(dodawanie, odejmowanie 1 mnozenie macierzy przez stata)

AiB:C, Cik = Aik + Bik

3 3 16
5 8 67

2 5 1

_|_

5 8 17
8 12 73

OLA:B, Bik:OLAik

1 3
2
?

2 6
4 8
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Iloczyn dwoch macierzy

Mnozenie dwoch macierzy AB jest mozliwe tylko wtedy, gdy
liczba kolumn macierzy A jest rowna liczbie wierszy macierzy B, a

wiec dla macierzy A 0 rozmiarze mxt | macierzy B o rozmiarze txm.

W wyniku mnozenia AB otrzymuje si¢ macierz 0 rozmiarze mxm.

W wyniku mnozenia BA otrzymuje si¢ macierz o rozmiarze txt.

t
AB=C Cix = 2 AjBjk
=1

AB=BA

11
UWAGA: Mnozenie macierzy nie jest przemienne!!!



1 4 9 19 29
1 3 5
2 5 =12 26 40
2 4 6
3 6 15 33 51
A B = C

t
Cio= Y AjBj, =1%3+4%4=19

j=1
1 4

1 3 5 22 45
2 5=

2 4 6 28 64
3 6

t
Cip= Y ByjAj, =1%4+3*%5+5%5=45
j=1

Ogodlnie: Mnozenie macierzy An.n, pPrzez macierz B, Jest
mozliwe (istnieje iloczyn AB), ale mnozenie BA jest niemozliwe.
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Macierz kwadratowa, diagonalna 1 jednostkowa

Macierz o rozmiarze mxm okresla si¢ jako macierz
kwadratow3.

Elementy Aii sa elementami diagonalnymi i lezg na gléwnej
przekatni macierzy kwadratowej A.

Jezeli elementy A;j=0 (i]), to macierz kwadratowa A jest
macierza diagonalna.

Jezeli elementy diagonalne macierzy diagonalnej o wymiarze
nxn sa rowne 1, to jest to macierz jednostkowa En.

3 0 0 O 1 0 0 O

0 2 0 O 0 1 0 O
A= E4:

0O 0 7 O 0 01 O

0O 0 0 10 0 0 0 1
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Macierz odwrotna

Macierza odwrotna A" macierzy kwadratowej A nazywa
si¢ macierz spetniajgcg warunek

A'A=E
g 2>
1 2 5 6 8 1 00
A=0 3 6 A'=0 0 L AlA=0 1 O
0 4 0 0 1 _41 0O 0 1
6 8
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Rachunek macierzowy a MS Excel

E ¢ | o | e | F | & | H [ 1 | 4 | K | L |
1
2 1 ) Fakres komarek B2:C4 okreslany jet jako tablica (nie macierz)
3 2 b Lakresowi temu mozna nadac nazwe (opcja Wstaw, Nazwa, Definiuy)
- ! 21x]
5 Mazwwy w skoroszycie:
; | oK

- &

5 J Zamknij
10 .
11 Dodaj
12 Lsuri
13
14
15 [~
16 Cdwotuje sie do:
:]] ; |=arkusz1141430 B
19
200 Dziatanie na macierzach Funkcja Excel Nazwa Przyktad definicji nazwy
21 Transponowanie macierzy =TRANSPONUitablica) AT =TRANMSPONLUI)
22 lloczyn macierzy =MACIERZ ILOCSY Mitablical; tablica?) [RTx =MACIERS ILOCTY MET; %)
23 Macierz odwratna MACIERZ QDWW (tablica) ATRodw MACIERZ ODWWIATX)
4
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Statystyka
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Populacja

Ocena Prognoza
populagcji probki
Statystyka Rachunek

Probka prawdopodobienstwa

Prognoza probki: Rzut kostkg szescienng

Losowanie totolotka

Ocena populaciji: Okreslenie zawartosci sktadnika

Badanie opinii publiczne;
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Przypadek
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wyniki dokfadne i precyzyjne:
| |\h

wyhiki doktadne i nieprecyzyjne:

1 1 1
wyniki niedokladne i precyzyjne:
J

1T
wyniki niedokladne i nieprecyzyjne:
J
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Miara potozenia

srednia arytmetyczna: Zn: X,
¥ — 4=l
mediana: n
n - nieparzyste n - parzyste
X = Kins1)/2 Xni2 T Kins2)r2
X = ;

srednia geometryczna:

Xgeom = U X0 " Xp *oret X;

srednia harmoniczna: N

Xy =—

2%

=1 20




Miara rozproszenia

* rozstep: R = Xmax ~ Xmin
* wariancja: » odchylenie standardowe:
n J—
> (4 —x)°
g2 — =l S =+/5°
n-1

* wspolczynnik zmiennosSci: « odchylenie od $redniej:

S n _

=— X. — X‘

9= . le ,

n
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Rozktad normalny

Rozklad normalny 0 u=0 | =1 nazywa si¢ standaryzowanym rozkladem
normalnym N(0,1).

Posiada nast¢pujace cechy:

- catkowite pole pod krzywa wynosi 1,

- krzywa rozktadu gestosci jest symetryczna wzgledem wartosci sredniej,
- zakres wartosci x nalezy do R,

Dowolny rozktad normalny warto$ci x o $redniej p 1 odchyleniu standardowym
o mozna przeksztatci¢ w rozktad standaryzowany wg wzoru:

7 - X7H
O
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Funkcja gestosci prawdopodobienstwa
— rozktad Gaussa

1 XM
f(X) = e 20°
9 O~N2TT
ff /\
. .Y
/ N
o S
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Przedziat ufnosci

Przedzial ufnosci - metoda przedzialowa
« otrzymanie serii n wynikow doswiadczalnych,

* obliczenie wartosci sredniej 1 wariancji,
eskonstruowanie przedzialu wokot oceny punktowej (zgodnie z zalozeniem ze

wewnatrz tego przedziatu znajduje sie odpowiedni parametr populacji).

P(Xx—0<Xx<X+8)=1-«

24



Przedziat ufnosci

Granice przedziatu ufnosci wyznacza sie zaleznie od:
« 1) odchylenia standardowego sredniej arytmetycznej

« 2) poziomu ufnosci zwigzanego z serig wynikow

Poziom ufnosci danego przedziatu ufnosci wyraza przekonanie
eksperymentatora, ze przedziat ufnosci zawiera oszacowany

parametr populacji.

Poziom ufnosci wyraza sie jako prawdopodobienstwo
(1-a) lub (1-a)*100%

25



Hipoteza

26



Testowanie hipotez statystycznych

» Hipoteza prosta (dotyczy jednego parametru)
np. H: ®=1/2
« Hipoteza zlozona (dotyczy wielu parametrow)
np. K: ©#1/2
» Hipoteza parametryczna — dotyczy parametru
np. u, o
» Hipoteza nieparametryczna — dotyczy rozkltadow
np. rozktad N(0,1)

« Test statystyczny — umozliwia na podstawie probki losowe;j,
odrzucenie lub przyjecie hipotezy.

27



Pojecie bledu w testowaniu hipotez

-Biad pierwszego rodzaju:

Odrzucenie hipotezy, gdy jest prawdziwa

*Biad drugiego rodzaju:

Przyjecie hipotezy, gdy jest fatszywa

Rzeczy-
wistosc¢

X = 1 tak

Decyzja statystyczna

X = u; tak X # 1;nie

1-« o

X # (i nie

f 1-p

28



fix] Ay

Poziom istotnosci ¢

Hipoteza jest prawdziwa — brak podstaw do odrzucenia hipotezy
29



Test t—Studenta

1) Porownanie $redniej arytmetycznej z wartoscig oczekiwang

Ho:x=pn, Hy: x#u

X—p
S

Lobl = Lyt (01 —1)

Lobl < tkryt |Ubl‘0b[ > tkryt

2) Porownanie dwoch srednich arytmetycznych

30



Test F

1) Porownanie dwoch wariancji

Ho:csl2 26%, Hl:cslz ;écs%

522 2
F,, =1

obl = 51 S1 >S5
§2

Fkryt (oc;nl—l;nz —1); Fobl <Fk7yt IUbFObI ZFkryt

2) Analiza wariancji 3



Optymalizacja
procesow
chemicznych

— ,krok po kroku”
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Zalew danych
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1. Cele eksperymentu:

» Selekcja zmiennych — wybor zmiennych,
ktore wptywajg na proces,

* |dentyfikacja modelu — otrzymanie
matematycznego modelu procesu,

— okreslenie
optymalnych warunkow prowadzenia
procesu.

35



2. Warunki eksperymentu
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Zasady planowania eksperymentu:

1. Statosc warunkow eksperymentu w czasie
(surowce, aparatura, metodyka badan, eksperymentator)

2. Minimalizacja zaklocen, przypadkowych bledow.

3. Mozliwos¢ stopniowego tworzenia modelu (odpowiedni
dobor obszaru eksperymentu)

4. Dobor kroku zmienne;

5. Kodowanie zmiennych

6. Wybor odpowiedniego planu

37



3. Kryterium

I REININIVE
S L - .\.-.\,.lw,\.\.n..,h.rlllv...
5 ._JHAAMNMMMUA_FA»{:-.ALFMM 7
. .\.fll-. ,-l..,\ [

-,
-
Ill‘

——

$

T T

|

i

B, \yk‘f\;}\uwywd

Ne=G .
=G

—
—
~m—
p——
s

.\.-\ -
1a-|n\
S

38

Jaki wynik uznajemy za zadowalajgcy?
Konkretna wartoS¢ zmiennej, minimalizacja, maksymalizacja?

Co chcemy uzyskac?



4. Czarna skrzynka
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Model obiektu (procesu)

}|:.1 ]{2 }l:n
u, J‘
Ll
2 Obiekt badan 5 Y
Yk
T
t1 t2 tm

X, Xy ooy X = ZMienne sterowane 1 kontrolowane,
u, u, ..., U - zmienne kontrolowane,

t,, t,, ..., tn - zmienne niekontrolowane I niesterowane.
Model procesu:
Y = f(x1,%, ... ,x,) T ¢

40



Zmienne wejsciowe — zmienne niezalezne, od ktérych zalezy wynik
procesu. Mozna je podzieli¢ na: mierzalne, sterowalne i zaktdcenia.
Rozrdznia sie zmienne ciggfe i dyskretne.

Zmienne mierzalne, sterowalne (procesowe) — zmienne, ktorych
wartosci ustala eksperymentator. Wybrana czesc¢ z nich bedzie
zmieniata sie zgodnie z planem eksperymentu, pozostate ustalane
sg na statym poziomie.

Zmienne mierzalne, niesterowalne — zmienne, ktéra mozna
zmierzyc¢, ale ich wartosci nie zalezg od eksperymentatora.

Zmienne niemierzalne, niesterowalne (zaktécenia) — zmienne,
ktorych nie mozna zmierzyc, a ich wartosci nie zalezg od decyzji
eksperymentatora.

Zmienne wyjsciowe — wyniki, zmienne zalezne. Wynik
doswiadczenia okreslany jest jako odpowiedz (reakcja) badanego
uktadu na zmiane wartosci zmiennych wejsciowych.

41



Przyktad:

Zmienne wejsciowe

Zmieniane:

Z,, temperatura syntezy

Z,, ilos¢ toluenu do syntezy

Z3, ilos¢ katalizatora

Ustalone:
patrz tab. 1.10%

Ustalone:
patrz tabela 1.10%

SYNTEZA
HYDROLIZA
KRYSTALIZACIJA

Zmienne wyjsciowe

V,, absorbancja UV

Vs, czas wydzielania HCI

FILTRACJA
PRZEMYCIE
SUSZENIE

V1, wydajnosé procesu

V4, zawartos¢ KB w KDBW

42



5. Obszar eksperymentu

» Okreslenie obszaru eksperymentu

— Ustalenie gornych wartosci granicznych zmiennych

— Ustalenie dolnych wartosci granicznych zmiennych

» Ustalenie zakresu optymalizowanych

zmiennych

43



Zmienne naturalne 1 kodowane

Zmienne naturalne:
poziom dolny i gorny zmiennych niezaleznych: z i z/naks,
1) Wartos¢ centralna ($rodek planu):
Zlmaks n Z,-min
l 2
np. zmks=3, zMn=2, 79=(3+2)/2=2,5

2) Krok:

np. Az=(3-2)/2=0,5

3) Zmienne kodowane:

l
Az;
np. z=3, x=(3-2,5)/0,5=1, z=2,5, x=(2,5-2,5)/0,5=0
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0,02 4 ‘.
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6. Wybor metody optymalizacji

* llos¢ optymalizowanych zmiennych
(mato lub wiele),

* Rzad rownania opisujgcego proces
(rownanie liniowe, kwadratowe,

logarytmiczne, wyktadnicze),

46



Losowy wybor punktow
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Losowy wybor punktow:

Najprostsza z metod polegajgca na intuicyjnym/losowym

doborze wartosci poszczegolnych zmiennych, a nastepnie
wyznaczeniu rownania regresii.

« Zalety:
= prostota metody,
» brak koniecznosci znajomosci metod planowania,

« Wady:
= wykonanie wielu przypadkowo rozmieszczonych doswiadczen,

= uzyskane wyniki sg trudne do interpretaciji,
= otrzymanie optymalnych wynikow jest przypadkowe i nie zawsze mozliwe.
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Badanie ,po jednej zmiennej’

50
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Badanie ,po jednej zmiennegj’

Metoda polega na zmianie tylko jednej zmienne]
niezaleznej (pozostate zmienne majg statg wartosc).

« Zalety:
* prostota metody, brak
* znajomosci metod planowania

« Wady:

* duza ilos¢ doswiadczen,

* nie mozna wykry¢ efekty wspotdziatania zmiennych,

« ustalenie optymalnego wyniku jest trudne a czasem niemozliwe.
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Plany czynnikowe
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Plany czynnikowe typu 2%

W planach czynnikowych liczba doswiadczen wzrasta
wyktadniczo podczas gdy liczba zmiennych rosnie
liniowo.

Wyznaczone na podstawie planu czynnikowego
rownanie liniowe cechuje:

Wspotczynniki rownania regresji sg niezalezne,

Wariancje wspotczynnikow sg jednakowe i mniejsze, niz te
otrzymywane na podstawie innych planow,
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Simpleks
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Simpleks

« Simpleks jest czesto stosowang metodg wsrod
chemikow, jednakze nie prowadzi do matematycznego
opisu procesu. Polega na wykonaniu pewnej liczby
doswiadczen reprezentowanych przez punkty
rozmieszczone w przestrzeni w taki sposob, ze tworzg
one wieloscian wypukty.

* Aby dokfadnie okresliC potozenie optimum nalezy po
zakonczeniu procedury simpleksowej, zrealizowac w
obszarze maksimum plan czynnikowy.
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Modyfikacja Neldera-Meada
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Modyfikacja Neldera-Meada

 Pozwala na zmienianie objetosci simpleksu poprzez:
1. ekspansja, czyli zwiekszanie simpleksu poruszajgcego sie w pozgdanym
Kierunku,
2. kontrakcji, czyli zmniejszenia simpleksu poruszajgcego sie w
niepozgdanym kierunku,
3. skurczenia simpleksu, czyli dopasowania do relacji miedzy wynikami
zrealizowanych doswiadczen.

« Zakonczenie poszukiwania optimum:
1. gdy wyniki dla wierzchotkdw kolejnego simpleksu praktycznie nie réznig
sie miedzy sobg,
2. gdy wierzchotki simpleksow sg bardzo bliskie sobie, tak ze dalszy ruch
jest niemozliwy,
3. decyzja eksperymentatora.
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